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1 Integralrechnung

1.1 Flachenfunktionen

; xv—i—l
fla) == o )
fa) = v > Fla) = s &)
f(z) = In(z) = F(z) =2 (In(z) - 1) (3)
f(z) = In|z| = F(z) =2z (nlz| 1) (4)
f(x) = tan(z) —  F(x) = —In|cos(z)| (5)
fa) = —— ~ F(z)=Inja+al (6)
f(z) = Va?®+ 2? —  F(z) = % (ac Va2 + a2 +a*- arsinh(%)) (7)
f(x) =+Va? — a2 —  F(z) = % (a: Va2 —x2+a?- arcsin(%)) (8)
flx)=+vVa? -2 —22 — F(m):% <a: a2—b2—x2+(a2—b2)-arcsin<\/;fb2>> 9)
fla)= Jlr - o F(z) = % -arctan( ) (10)
f(z) = 3 i = —  F(z) = 2 . artanh(g) (11)
1 . T
J@) = s s F(z) = arsmh(a) (12)
Fz) = a;_ - ~ F(r) = arcsin(%) (13)
1 z
fz) = N = F(z) = PR (14)
1 z
O — SR R (15)
fz) = arcsm(g) — =x- arcsm(%) — 22 - sgn(a) (16)
f(z) = arccos(%) > =zx- arccos(%) Va2 — a2 sgn(a) (17)
flx) = arctan(g) — =z arctan(g) @ In(a? + v’ (18)
- _ VA -erf(yan)
f)=e ~ Fla) = YT (19)
f(x) = tanh(x) —  F(x) = In(cosh(z)) (20)
1 2 2x +a
)= 2 +ar+b ~ (@) = Vib—a2 arctan(v4b — CL2> 2y
T+ c 2c—a 2z +a 1
f(z) = o — > (x) = N arctan(\/m> 3 In(2% + az + b) (22)
n - n! x"k km
f(z) = 2" - sin(ax) —  F(z)=— kzo e cos (ax + 2) (23)
f(z)=0(x) —  F(r)=z-6(z) (24)



1.2 Integrationsregeln

Allgemeine Regeln:

= gl(w) ) = In X
o) = - F(z) = nlg(z) (25)
f(x) = glaz +b) - Flz) = G(‘”; +b) (26)

Summen-Integral-Transformation:

b n
z.B. ;. . " . b—a
/a dz f(z) = nh_{r;o;f(a + Az -i)- Az mit: Az = - (27)
Kontinuumslimes:
1 dk d3k
1D: lim — = [ — 3D: lim — = 28
im 7> /F or Voo V k%;a /FJ (27)3 (28)
Partielle Integration:
b b
Bestimmt: dz f'(z) - g(z) = [f(z) - g(2)]; = | dz f(z)-g'(x) (29)
Unbestimmt: /d:c () g(z) = f(z) g(x) — /dx f(z)-d(z) (30)
Integration durch Substitution:
b g(b
Bestimmt: / dz f(g(x = / dt f(t) Keine Riicksubstitution!!! (31)
a g(a

Unbestimmt: /d:z flg(x)-¢'(z) = /dt f(t) Riicksubstitution nicht vergessen!!!  (32)

1.3 Bestimmte Integrale

Schweizer Loopintegration (Re(a) > 0 und b € C, Beweis mittels Baseler Integralsatz):

o0 2
/ dze ™ . g7 = \/Z eta (33)

— 2
/ dzaz-e ™ . o7 = 13 ?b eta (34)
a
o
> 20+ b 12
/ dz z? P % : GI - eda (35)
Zeta-Poisson-Integrale (Re(a) > 0):
oo T 2 00 3 a4 00 0 87['6
d = — d = d = 36
/0 T 17 6a2 /0 Yeaw —1 7 154 /0 Yo 17 634 (36)
) 2 o0 3 7 4 00 5 31 6
/ de -2 =T / de — =T / de —— =27 (37)
0 e +1 124 0 e +1  120a* 0 e +1 2524
Andere Integrale (a,b € R):
00 ¢ 1 T o0 n!
/ dz — fir0<a<b / dza"- e =—= firneNypunda >0 (38)
0 1+a20 b sin(47) 0 antl
00 iax —lald S : T £is >0
/ dz 26 5 = e fiir b > 0 / dz sin(az) =<2 o (39)
b +x b 0 x -5 fira<o0



2 Differentialrechnung

2.1 Ableitungen

flz)=c

flz) =a*
fz) =€

flz) ="

f(z) = In(x)
f(x) = tan(z)
f(z) = sin(z)
f(x) = cos(x)
f(z) = sinh(z)
f(x) = cosh(x)
f(x) = tanh(x)

f(z) = arcsin(x)
f(z) = arccos(z)
f(z) = arctan(z)
f(x) = arsinh(z)
f(x) = arcosh(z)

f(z) = artanh(x)

=2 ==
8

S~—
I

2.2 Ableitungsregeln

f(@) = u(v(x)
f(u(z), v(z)) =

fu(z), v(x))
f(@) = Vulz)

[SEES Q

0

f(x)

Az—0

I 11117

I 11711 1

I

11

fu—
—-

11

8
+
Vg
8

) — f(z)
Az
fiz)=0
(@) = vat =
Fla) = e
7(2) = In(e) - 0"
fla) =+
, 1
f'(z) =1+ tan(z)? = cos(2)?
f'(z) = cos(x)
7'(z) = —sin(z)
f'(x) = cosh(x)
f'(z) = sinh(z)
, 1
f'(x) =1 —tanh(z)* = cosh(z)
, _ 1
Fo=—=
, -1
FW=—=
, 1
f (SL‘) - 1 —|—$2
, 1
@) = 22 +1
, 1
e —
Fla) =y
reon 2"
f'(z) = sgn(x)
fl(x) =6(x)

f/(u(ﬂs),v(x)) =u -v+u-v
(@), v(z)) = u vv—zu v
' u'(x)
F(x) = _
n Y/ u(x) !




Umkehrregel:

y=f@) =2 =) (65)
W0 T ) (60
Integralregeln:
fa) = [ atott) - 7'(@) = g(a) (67)
fla) = [ " dt (1) - f(2) = —g(a) (68)
)= [ argta.n - )= [ wongten (69)

7% dv Jf dw g

T ov dx | ow dz | Oz

3 Differentialgleichungen

3.1 Lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Allgemeiner Ansatz fiir die Losung einer linearen homogenen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten ist:

y(@) = A; - e (71)

Bei einer n-fachen Nullstelle in a sind auch
Ay €% Ay - ze® oo Ay -z L (72)
Losungen der homogenen Differentialgleichungen.

Spezialfille bei denen eine Losung direkt angegeben werden kann:

y(x) = A; - sinh(ax) + Az - cosh(ax)
y(x) = By e + By e "
, ) Ci -sinh(ax + Ca)  fiir |A1] > | A2
y (@) —a”-y(z) =0 = (o 4 1 coshlar +Co) - fir |41] < |4y (73)
Y B A2 - e fiir Al = A2
Ag -7 fir A1 = —Ay
y(x) = A; -sin(ax) + Az - cos(ax)
1 2 ) i y(:[;) s Bl . e’iaﬂ? + 32 . efia:r
y (@) +a”-yl@) =0 = y(x) = C - sin(ax + Cs) (74)
y(z) = D1 - cos(ax + Do)




3.2 Lineare inhomogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Hier wird zuerst die allgemeine homogene Losung (also ohne Treiber) bestimmt. Anschliefend wird
eine einzelne Partikulédrlosung gesucht. Hierzu wird in Abhéngigkeit des Treibers ein spezieller Ansatz
gewihlt:

Treiber Ansatz
C - e yp(x) = Aq - e
C - sinh(az 4+ b) oder C - cosh(az +b) | yp(x) = Ay - sinh(az + b) + Ay - cosh(ax + b)
C -sin(az + b) oder C - cos(ax + b) yp(x) = Aq - sin(ax + b) + Ag - cos(azx + b)

Polynom vom Grad n yp(x) ist ebenfalls ein Polynom vom Grad n

Ist der aus der Tabelle entnommene Ansatz bereits Teil der homogenen Lésung yn(x), so muss
dieser (gegebenenfalls mehrmals) mit « multipliziert werden um den passenden Ansatz fiir die Par-
tikulérlosung y,(x) zu erhalten (vergleiche Gleichung (72)).

Beispiel:

= yn(x) = C1 - sin(az) + Cy - cos(ax)

2

y"(z) — a” - y(x) = 2sin(ax) (75)

= yp(z) = Ay - zsin(ax) + Az - x cos(ax)

Die Konstanten A; werden entsprechend bestimmt. Die Gesamtlosung ergibt sich aus der Addition
der allgemeinen homogenen Losung und der Partikulérlosung.

Ist der Treiber ein Produkt von Funktionen, fiir die bereits Ansédtze bekannt sind, so ist der An-
satz fiir den gesamten Treibers ein Produkt der einzelnen Ansétze:

Treiber = Treiber] - Treiber2 = Ansatz = Ansatz-fiir-Treiber] - Ansatz-fiir-Treiber2 (76)

Ist der Treiber eine Summe von Funktionen fiir die bereits Ansédtze bekannt sind, kann fiir jeden
Summand eine einzelne Partikulérlosung bestimmt werden. Die Partikularlosung fiir den gesamten
Treiber, ist dann die Summe der einzelnen Partikulédrlosungen.

3.3 Lineare in-/homogene Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten

Die Losung einer Differentialgleichung der Form ¢/(z) + a(x) - y(z) = b(z)
mit Randbedingung y(z¢) = yo ist:

y(z) = =A@ <y0.eA<mo) N / du b(u)-eA(“)) (77)
zo

Bei hoheren Ordnungen ist es nicht immer mdoglich eine Losung zu finden. Fiir einige Félle existieren
jedoch Losungen:

az® - y"(x) + bz -y (z) + - y(z) =0 =| y(x) = Ayjp - 2" (78)

(1 —22)y"(x) — 2z -/ (x) + 2y(x) = 0 =| y(zr) =A1-x+ Az - (x - artanh(z) — 1) (79)

Bei Polynomen von n-ter Ordnung als Treiber, kann als Ansatz ein Polynom genommen werden,
dessen Grad so gewéhlt ist, dass Einsetzen und anschlieendes Ableiten des Ansatzes ein Polynom
ergibt welches ebenfalls von n-ter Ordnung ist. Mit diesem Ansatz ist es jedoch nicht immer mogliche
alle oder {iberhaupt eine Losung zu finden.



3.4 Nichtlineare Differentialgleichungen

a-y'(z) =1+y(x)? =| y(z) = tan(% + Al) ‘ (80)
a-y(z) =1—y(z)? =| y(z) = tanh(Z + A;) (81)
y(@)=a-/1+y(z)?2 =] y(z)=sinh(az + A) (82)

2 -1n<\/a27 (A1+x)> fiir y'(c0) =0

V@) =a @V | ya)= e :
3 ln<2a2 (tanh(b‘;12 (A1 + x)) — 1>> fiir y'(o0) # 0
(83)
o =)
Moy - A a(nt1)? " 84
Bernoulli’sche Differentialgleichung:
Y (x) = a(z) - y(z) + b(z) - y(x)” = Substitution: z(z) = y(z)'™” (85)
4 Komplexe Zahlen
4.1 Komplexe Zahlenebene
z=a+bi=re? mit: a,b€R reRy o€ (-, (86)
Umrechnung in Polarform:
r=1va?+ b (87)
¢ = arg(z) a<0 a=0 a>0
b>0 arctan(2) + 7 5 arctan(2)
b=0 T 0 0
b<0 arctan(g) -T| =% arctan(%)
Umrechnung in kartesische Form:
a=r-cos(o) b=r-sin(¢) (88)
Komplexe Wurzel:
i-arg(z)+2wik
Vz=13/|z|-e n mit: k€ {0,1,...,n—1} (89)
Komplexer Logarithmus:
In(z) = In|z| +i - (arg(z) + 27k) mit: k € Z (90)

4.2 Cauchy-Riemann-Differentialgleichung

An den Punkten an denen eine Funktion komplex differenzierbar ist erfiillt sie die Cauchy-Riemann-
Differentialgleichung:

£ = fo+ i) = oS+ i) = —ig-fla+ iy (o)

In anderer Form, getrennt nach Real- und Imaginérteil:

LRt i) = (i) und R i) = g In(fa i) (92



4.3 Komplexe Wegintegrale
Das Wegintegral der Funktion f(z) entlang der Kurve z(¢) in der komplexen Ebene ist gegeben durch:

- [ase- [ ar (:0) - s0) (93)

Alternativ kann auch klassisch mit der Stammfunktion integriert werden sofern diese existiert.

5 Residuensatze

5.1 Cauchy-Integrale

> f(2z) muss auf der durch das Integral eingeschlossenen Fléche holomorph sein.
> zp muss in der vom Integral eingeschlossenen Fléche liegen.

yﬁdz IG) omi fz0) (94)

zZ— 29

z 2 d*!
%dz (zf—(zf))” - (n—1) dz”—lf(z) (95)

zZ=20

5.2 Gebrochenrationale Integrale

> p(z) und ¢(z) sind reelle Polynome wobei der Grad von ¢(x) um mindestens zwei grofier als der
von p(z) sein muss.

> Der Grad von ¢(z) darf nicht unendlich sein.

> o bis zy sind die komplexen Nullstellen von ¢(z) mit Im(x) > 0. Diese miissen alle einfach sein.
Bei einer reellen Nullstelle muss das Ergebnis fiir diese Nullstelle noch durch 2 geteilt werden.

/OO da p(x) _ 2mi - p(x) (96)

e (@) L(a)

T=T0 TN

5.3 Sinus/Kosinus Integrale

> Integralformeln funktionieren nur wenn das Integral wirklich existiert.

> Der Integrand muss achsensymmetrisch sein.

> p(z) und ¢(z) sind reelle Polynome wobei der Grad von ¢(x) grofer als der von p(z) sein muss.

> Der Grad von ¢(z) darf nicht unendlich sein.

> o bis z sind die komplexen Nullstellen von ¢(z) mit Im(x) > 0. Diese miissen alle einfach sein.
Bei einer reellen Nullstelle muss das Ergebnis fiir diese Nullstelle noch durch 2 geteilt werden.

>a€RT

/ de p(z) - cos(ax) i Z(x) e (97)
0 q(x) P 1€ N R
/ da p(x) - sin(az) 7 -pd(x) e (98)
0 q(z) @) |
5.4 Eliassatz
>a,recC
> f(z) muss holomorph in (und auf) dem Kreis a + r - €'* sein.
/ dz f(a+ 7 - %) = 21 - f(a) (99)
A=2m

10



5.5 Kramers-Kronig-Beziehungen

> f(w) darf keine Polstelle auf der reellen Achse oder der oberen komplexen Halbebene haben.
> lim f(w) =0 solange Im(w) >0

|w|—o0

/ . j,(f/i} = im - f(w) (100)

—00
In anderer Form, getrennt nach Real- und Imaginérteil:

Re(f(w)) = 1/00 dw'w und Im(f(w)) = -1 /00 dw’ Re(f() (101)

T J oo w —w T J_ o w —w

> Ist f(w) die Fouriertransformierte einer reeller Funktion gilt: f(w) = f(—w)* und somit:

Re(f(w)) = 2 /000 du’ w - Im(f(w)) und Im(f(w)) = e /OOO dw’ Re(f(")) (102)

. 02 — W2 T 02 — W2

6 Grenzwertuntersuchungen

Die Regel von I’Hospital, ist zu verwenden falls sich 8 oder 2 bei Einsetzen des Grenzwerts ergibt:

lim M = lim f(z)

v=ao g(x) @0 g'(z)

(103)

Wenn der rechtsseitige Grenzwert ungleich dem Linksseitigem ist, muss angegeben werden ob man
von der Linken oder rechten Seite gegen g geht. Man kennzeichnet den linksseitigen Grenzwert mit
— den Rechtsseitigen mit + :

lim f(x) und lim f(x) (104)

T—To— T—To+

Der ungekennzeichnete Grenzwert lim f(x) ist dann nicht definiert, selbst wenn f(xo) definiert ist.
Tr—T0

Wichtige Grenzwerte:

lim Ya=1 lim Vx =1 (105)

T—00 T—00
lim V! = oo lim —— = (106)
: T __ a : xT . —
xh—{go(l +a/x)" =e xlggo z(Va—1)=In(a) fallsa >0 (107)
lim <“> —0 fallsa> -1 (108)
Tz—00 \ T
Divergenzgeschwindigkeit ansteigend von links nach rechts:
In(z) = ¥z -z — 2% - k% - 2! —» 2° k>1 (109)
7 Nulistellen finden
7.1 pg-Formel
2
x172:—§i (g) —q 2 4+pr+qg=0 (110)
7.2 Mitternachtsformel
b4+ Vp2 _ 4
T2 = b b ac az® +bx+c=0 (111)

2a

11



7.3 Formeln von Cardano

Die Formeln von Cardano kénnen verwendet werden um kubische Gleichungen folgender Form zu
16sen:

3+ ar® +bxr+c=0 (112)
Als erstes muss die Substitution x = z — § durchgefiihrt werden. Die Gleichung vereinfacht sich dann
auf:
p_ o
Paprtq=0 mit: D700 (113)
- ﬁ - 5 + C

Die Gleichung kann nun fiir den Fall p = 0 oder ¢ = 0 leicht gelost werden.
Ist p # 0 und ¢ # 0 muss als néchstes die Diskriminante D berechnet werden um die Anzahl der

Losungen zu bestimmen:
- \2 3 (

Abhéngig von dem Wert von D gibt es verschiedene Fille:

1. b>0
In diesem Fall gibt es nur eine Losung;:

Bei den hier auftretenden dritten Wurzeln ist jeweils die reelle Losung zu wéhlen. Das Vorzei-
chen eines negativen Arguments innerhalb der Wurzel kann herausgezogen werden um so das
Argument der Wurzel positiv zu machen.

2.D=0
In diesem Fall erhlt man zwei Losungen (eine davon ist doppelt):
3q 3q
Zl = — 2273 = —— 116
) % (116)

3. b<0
In diesem Fall gibt es drei Losungen:

4 1 27

21 = P cos( 3 arceos Gy - (117)
3 2\ p3
4 27

29 = — P cos( = arccos _41 +Z (118)
3 2 p3 3
4 27

zg = — _gp . cos( arccos( g —3> g) (119)

1 bis x3 kann nun durch Riicksubstitution mittels ¢ = 2z — & bestlmmt werden.

Es existiert auch ein geschlossenes Losungsverfahren fiir Gleichungen vierten Grades. Die zu 16sende
quartische Gleichungen kann hierbei auf die Losung einer kubischen Gleichung reduziert werden. Es
ist jedoch der mit dem Grad des Polynoms exponentiell ansteigende Schwierigkeitsgrad zu beachten.
Das obige Verfahren muss mit komplexen Zahlen durchgefiihrt werden. Aus diesem Grund ist drin-
gend von diesem Losungsverfahren abzuraten. Es sollte nur im duflersten Notfall durchgefiihrt werden,
beispielsweise wenn ein Dietrichsches Problem vorliegt das invariant unter Biichlertransformation ist.
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8 Funktionen und Relationen

8.1 Trigonometrische Funktionen

2 T T T — T T T T T
! ! sin(x) :
L5 Ff ' cos(z) — %ﬂ - 4
| : tan(x : :
L |/ : ( ) > B s e
0,5 F/\ i . Tr : / B
=0 i : ) | :
S j ! =
051 ? - el -
T ! | . T S R S
i i ? , , arcsin(x)
15 F i - % L] arccos(x) -
: : arctan(z)
9 | | —r | | | |
-2 = —m FE 0 2 -3 -2 -1 0 1 2 3
x x
) - i (efm em) B z B E
sin(x) = 5 = cos( + ZC) = COS<2 a:) (120)
1- 2
sin(z)? - C;S(:”) (121)
B (e—ix +eix) . T . T
cos(z) = — = sm(g + 93) = sm(§ x) (122)
1 2
cos(z)? = —H:;s(a;) (123)
tan(x) = sin(e) _i- (E_ —c ) (124)
cos(z) eI 4 et
1
2 —
1+ tan(z) = cos(z)? (125)
. . T
sin(z) + cos(x) = V2. sm(m + Z) (126)
sin(z)? + cos(x)? = 1 (127)
sin(z)? _ 3sin(z) 4— sin(3z) (128)
in(2
sin(z) - cos(x) = sm(2 2) (129)
el = cos(x) + i - sin(x) (130)
arccos(x) + arcsin(x) = g (131)
sin(arccos(x)) = cos(arcsin(z)) = V1 — a2 (132)
x
sin(arcta = 133
in(aretan(z) = (133)
1
cos(arctan(z = 134
(arctan(z)) VT (134)

13



8.1.1 Additionstheoreme

sin(z + y)
cos(z +y)

sin(z) - sin(y)
sin(z) - cos(y)

cos(z) - cos(y)

sin(x) + sin(y)
sin(z) + cos(y)
cos(x) + cos(y)
sin(x) — sin(y)
sin(z) — cos(y)

cos(z) — cos(y)

sin(x) - cos(y) + cos(z) - sin(y)
cos(z) - cos(y) — sin(zx) - sin(y)

cos(z — y) — cos(z + y)

2

sin(z — y) + sin(z + y)
2

cos(z — y) + cos(z + y)
2

2.cos<$;y> .sin<$+y>
2.sin<x2y > sm<
) ol
()l
_2.8111( )
_Q.Sm<x;y) .Sm<

93+y
2

')

)
')
g

8.1.2 Bestimmte trigonometrische Integrale

2
/ dz cos(kz) - sin(lx) =0 falls k,1 € Ny
0

2
/ dz cos(kz) - cos(lx) =0 falls k,l € Ng und k # [
0

2T
/ dz sin(kz) - sin(lx) =0 falls k,l € Ng und k # [
0

8.1.3 J-Funktion

1 [t " ! n—k k
jn(y):y/o dzz" - sin(zy) = — [ i -ZU/-(:OS<:Uy+7r

27
/ dz cos(kz)® =7 falls k € N
0

21
/ de sin(kz)?> =7  falls ke N
0

14

)

i)

(135)
(136)

(137)
(138)
(139)

(140)
(141)
(142)
(143)
(144)

(145)

(146)
(147)
(148)
(149)

(150)

(151)



8.2

Hyperbelfunktionen
4 I E— T T 3 T T
\ / arsinh(z)
3L RAN i — arcosh(z)
€ " % 2+ artanh(z) . : 7
2T : - | ' i i In(2
1 | I Bl
D Rl AP S | i
0 = 0 | |
S i i
1 0 R N S i !
',' -1 = In(—22) - : : -
9L i B _ i i
—5 sinh(z) 5N ' -
-3+ . cosh(z) . :
tanh(z) :
4 | | | | | -3 | |
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 -3 -2 -1 0 1 3
x
sinh(z) = — isin(iz) = < _26 (152)
cosh(z) = cos(ix) = % (153)
sinh(z) e —e™@ 2 -1 2
tanh = = = =1-—-—- 154
anh(z) cosh(z) e*+e® €2 +1 e?r +1 (154)
1
1 — tanh(z)? - 1
anh(z) cosh(x)? (155)
cosh(z)? — sinh(z)? = 1 (156)
cosh(x) + sinh(z) = e’ (157)
cosh(z)? + sinh(x)? = cosh(2x) (158)
h(2 1
cosh(z)? = COS(;)—F (159)
sh(2z) — 1
sinh(z)? - C%(;) (160)
inh(2
sinh(x) - cosh(x) = st(x) (161)
4 - sinh(z)3 + 3 - sinh(x) = sinh(3x) (162)
4 - cosh(z)? — 3 - cosh(x) = cosh(3x) (163)
arsinh(z) = ln(ﬂs + Va2 + 1) (164)
arcosh(x) = ln(:L‘ +Va?— 1) (165)
1 r+1
h = _— 1
artanh(z) 5 n<1 _$> (166)
cosh(arsinh(x)) = 22+ 1 (167)
sinh(arcosh(x)) = x?—1 (168)



8.2.1 Additionstheoreme

sinh(z + y)
cosh(z +y)

sinh(z) - sinh(y)
sinh(z) - cosh(y)
cosh(z) - cosh(y)
sinh(z) + sinh(y)
cosh(z) + cosh(y)
sinh(x) — sinh(y)

cosh(z) — cosh(y)

8.3 Gammafunktion und Fakultat

10 T
5L
ol Lj
S :
_5 |
g : : F(l’+1) -
i]_O ) | I L 1
—4 —2 0 2

sinh(z) - cosh(y) + cosh(z) - sinh(y)
sinh(z) - sinh(y) 4 cosh(z) - cosh(y)
cosh(z + y) — cosh(z — y)

2
sinh(z + y) + sinh(z — y)

2
cosh(z + y) + cosh(z — y)

2. cosh(

2 - cosh

(> )
(72) =

H
@

2 - sinh

Die Definition der Gammafunktion lautet:

I'(v) = / deg’l.e™®
0

Relationen und wichtige Werte:
Fv+1)=vl(v)=v!

mit: n € N

(o 1) = 20

2 n! . 4n

Fiir grofle IV gilt die Stirling-N#herung:

[(N+1)=N!~ m({j)N

I'(N)

TN =d N4+ O(NIh

16

(169)
(170)

(171)
(172)
(173)

(174)
(175)
(176)

(177)

(178)

(179)

(180)

(181)

(182)

(183)



8.4 Die Deltafunktion

Die Definition iiber die Faltungsneutralitét:
b b f(e) fiir ¢ € (a,b)
f(z)xé(x) = f(x) = / dz f(x)-d0(c—x) = / do f(x)-0(x—c) = ¢ —f(c) fiir c € (b,a) (184)

0 sonst™

% Fiir den Fall a = ¢ oder b = c gibt es verschiedene Definitionen.

Die Eigenschaften der Deltafunktion:

fiir 2 — 0 @
5(z) = oo fiirz=0 (185)
0 fire#0®@
b 1 fii 0<b &
/da:é(:u):{ ra<0<b / dzo(z) =10 (186)
a 0 sonst S
5(f(z)) = Z Oz — ;) Se (z — z0)) = 0(x —x9)  Wobei z; die Nullstellen (187)
- — | f"(@i)] 0= |c| von f(x) sind.
Wenn @ @ ® gilt handelt es sich um die Deltafunktion.
Die Deltafunktion ausgedriickt durch Grenzwerte und Integrale:
2
o € . sin(kz)? L e2?
o) =l ey W)= lim o O@) = lim —o—— (188)
ke ™R © dk .  qk
i(z) = kll)ngo 7 i(z) = /OO 5. € d(z) —/0 — cos(kx) (189)
Mehrdimensionale Deltafunktionen:
L 0(@—m0)-6(y —yo) (2 — 20)
_ — 1
o("— 7o) (2.9, 2) (190)
8.5 Kronecker-Delta
1 f =] z L miz-(i—j
5ij = A 1/ dz ™ T (191)
0 firi#j L Jy
8.6 Greensfunktionen
A . fiir o >
G(.’L',Z) _ "r‘(Z) f+(fE) ur r = z (192)
A_(z) - fo(z) firx<z
Bedingungen:
Ap(2) - f4(2) = A(2) - f-(2) = 0 (193)
Ap(2) - Fo(2) = A(2) - f(2) = 1 (194)

Ay (z) - fy(x) ist die Losung der homogenen Differentialgleichung die Randbedingungen mit = > z
erfiillt, A_(z) - f—(z) die Losung fiir die Randbedingungen mit = < z.
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8.7 Sonstige Funktionen

2 T T T T T T 2 T T T T T T
: : : : erf(z)
15 b 4 5L i
I - I B T
0,5 | . 0,5 _
B0 B0
= =
—-0,5 - —-0,5 | -
-1 e i -1 . i il
0(z)
—15 sgn(z) . —15 .
_9 I I I l l l _9 I I I I I I
-2-15-1-050 05 1 1,5 2 -2-15-1-050 05 1 1,5 2
z z
1 firz>0
0(x) = - 195
(z) {0 firx <0 (195)
1 firz >0 0 -
sen(z) = 0(z) — 0(—z) = 40 firz =0 erf(z) = —— / dte=”  (196)
. VT Jo
-1 firz<0
.. >
2] = {az firz > 0 (197)
—x firz <0
8.8 Binomialkoeffizient
n n!
<k> Ty —nT (198)
n n n+1 n n
()= () ()= () () 159
n n (n—1 n n+1-—k n
() =5 (i) (o) = () (200
n n—m n n—k n n n—1 n—1
() ()= () () (o) =2z (") -(i00) ew
9 Taylorreihe
Eindimensional: -
Tha) (o = ap) = Y L0 2 00) (202)
n=0 :
Mehrdimensional:
IR o~ (7= 70) - V),
T (). = ) = 30 =TV g (203)
n=0 ) /=7
Ti f(7),(7 = 70) = f(70) + V(7)) |z, - (F =70 (204)
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9.1 Taylorreihen wichtiger Funktionen

T sin(z),(z =
T cos(x),(z =

T7 tan(x),(z

T arcsin(z),(z
T arccos(z),(
T arctan(z),(x
T sinh(z),(x

T cosh(x),(x =
T7 tanh(z),(x

Tarsinh(x),(x
Tartanh(x),(z

Tn(l —x),(z =

Tln<1+x

1—=x

0)

0)

0)

=0)

0)

0)

=0)

=0)

= 0)

0)

)ie=0

Z -
|

.
n=0

o (_1)n x2n+1

:;) (2n—.|—1)!
B > (_1)n x2n
2 )

2

1
=z+-2*+ 2%+ —x

17

3 15 315

2n+1

_Z4n.

>]

“(2n+1)

2n+1

2n'x
5_2471

0 (_1)n i x2n+1

2n +1

0

g 1

p2n+
!
= (2n +1)!

- oYl
= (2n)!
1 5 2 5

-(2n+1)

17

2n)| x?n—i—l

19

-(2n+1)

firz e R

firz e R

firx € R

fir || <1

fir |z] <1

fir [z| <1

firzx € R

firxz e R

fir |z] <1

fir |z < 1

fir —1<z<1

fir |z <1

fir |z <1

fir [z| <1

fir |z] <1

fir |2| < 1

(205)

(206)

(207)

(208)

(209)

(210)

(211)

(212)

(213)

(214)

(215)

(216)

(217)

(218)

(219)

(220)

(221)

(222)



9.2 Binomische Reihe

< /o fir —1<x<1 falls 0<a
T(1+x)“,(x—0)—z<>-:r” fir —1<z<1 falls —1<a<0
n=0 \"! fir —1<z<1 falls a< -1
10 Summenformeln
Die geometrische Reihe:
n 1 qn-‘rl
qu =— fiir ¢ # 1
k=0 N
Gauflsche Summenformeln:
2 2 2
k=1
ikz _nn+1)@2n+1) _ n73+n72+ﬁ
6 3 2 6
k=1
4 4 2 4
k=1
Zn:k4_n(n+1)(2n—|—1)(3n2+3n—1)_n5+n4+n3 n
N 30 5 2 3 30
k=1
Binomischer Lehrsatz: .
(z+y)" = Z <Z> a gk mit: n € Ny
k=0
Summenformeln die aus dem Satz von Parseval folgen:
SIS S ST R S
= (2n+1)2 4 —~(2n+1)?* 8 —(2n+1)* 96
Mit Hilfe der Poisson-Summe berechenbare Summen:
i - 2 i (=)™ B — 72 i I i i (=)™ B —7rt
n2 6 nz2 12 nt 90 nt 720

n=1 n=1 n=1

o0

n=1

Ising-Summe:

S (T
a2+n? 2 \atanh(ma)

3

1
a2

N
ST Y. e = 2(2cosh(K)V !

s1=*1i=2s;==%1

Gothmann-Summe: -

n=1

20

1
=2 fir [z| > 1
nxm" z—1

—_

(223)

(224)

(225)

(226)

(227)

(228)

(229)

(230)

(231)

(232)

(233)

(234)



11 Differentialoperatoren

Im 2-Dimensionalen:

vi—emd) = () 1= (04)  vi=an(P) = (5) F-out o,

fo:rot(f> = 0z fy — Oyfz
Af=0if +02f

Im 3-Dimensionalen:

D O f ) AN
Vf = grad(f) = (ay) f= (8yf) szdiv(f) - (ay) f=0ufe 4+ Oyfy + 0o

9. 9. f

. R ayfz_azfy

fo:m%ﬁz . fr — Onf-

axfy - ayf:v
Af=02f+02f +0%f

92

Weitere Operatoren:

jf —’L€¢819f+ .(19)619 s f

) 1
J2f:_m6§sm( )09 f — (19)2 ¢f

R 2

B, f(r) =5 (r) + w%f(w) + (@2 = A)f()
Df_— OXf — Af

Relationen:

div(grad(f)) = V2f = Af
div(rot(f)) —V.Vxf=0
rot(grad(f)) =V x Vf =0

Operatoren in allgemeiner 3-Dimensionaler Form mit den metrischen Faktoren h,, = |0,7|:

ha

grad(f) = }31 ~(01f)ér + €1 (O2f)é2 + i (03f)é3
diV(f) = h12 e (O1(h2 - hs - f1) + 32(h1 “hz - fa) + 03(h1 - ha - f3))

1 ho - h hi-h hi-h
Af = <al< 2h13-81f>+82< 1h23-62f)+63< 1h32

hi-hg-hs

10t (F) = 1 (Oalhs - fy) = Oalha - f2)es + o (Balla 1) — Ou(h - )

ha - h3
1

+h1-h2

hi - hs

~(O1(h2 - f2) — Oa(h1 - f1))es

21

(235)

(236)
(237)

(238)

(239)

(240)

(241)
(242)

(243)

(244)

(245)
(246)
(247)

(248)
(249)
(250)
(251)

(252)



12 Koordinatensysteme

12.1 Polarkoordinaten

Wertebereich:

r € [0,

)

Transformation:

x = rcos(¢)

¢ € [0,2m)

y = rsin(¢)
Riicktransformation:
r=va?+y?
arctan(¥) fir x >0,y >0
arctan(¥) + 27 firz >0,y <0
¢ = qarctan(¥) + 7 firz <0
3 fire=0,y>0
37“ firx =0,y <0
Jacobian:
J(r,¢)=r
Einheitsvektoren:
. (cos(9) . (—sin(¢)
T sin(@)) 7\ cos(e)
Operatoren:

grad(f) = (0.f)ér + (1)

div(f) = %Brrfr + %8¢f¢

2
o,

rot () = % O fs — Do )

Metrische Faktoren h,, = |0,7|:

hy =1
h¢:7“

22

|

arccos( )

27 — arccos( %)

firy >0
firy <0

(253)

(254)
(255)

(256)

(257)

(258)

(259)

(260)
(261)
(262)

(263)

(264)
(265)



12.2 Ellipsenkoordinaten

Wertebereich:
relf0,00)  éelo,2n) (266)
Koordinationskorper:
22 2
SH=1 ab>0 (267)
Transformation:
x=a-rcos(¢) (268)
y=>b-rsin(¢) (269)
Riicktransformation:
22 g2
VI (270)
'arctan(%) fir x >0,y >0
tan(%) + 27 fiirx >0,y <0
e an(gx) em tlr v Y arccos(-%) firy >0
¢ = { arctan(32) + fir x <0 = ar . (271)
. v . 271 — arccos(.) fiir y <0
5 firx =0,y >0
37” firx =0,y <0
Jacobian:
J(r,¢) =ab-r (272)
Einheitsvektoren:
(a cos(gzb)) <a sin(¢)>
bsin b cos
/a2 cos(¢)? + b2 sin(¢)2 /a2 sin(¢)? + b2 cos(¢)?
Metrische Faktoren h,, = 0,7 :
hy = /a2 cos(4)2 + b2 sin(¢)2 (274)
hg = r/a?sin($)? + b2 cos(¢)? (275)
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12.3 Zylinderkoordinaten

Wertebereich:

r € [0,00)

Transformation:

x =1 cos(¢)

y = rsin(¢)

z =2z

Riicktransformation:

r =2+ y>?

arctan

~—

)+ 27

)4+

(
arctan
arctan(

je 8 8k

g

2

3
2

Jacobian:

j(T,¢,Z):T

Einheitsvektoren:

cos(8) —sin(g)
é, = | sin(¢) €g = | cos(¢) é, =
0 0

Operatoren:

grad(f) = (0.1)6r + - (D)6 + (0-1)é-

¢ € [0,2m)

firz>0,y>0
firx >0,y <0
firz <0

firz =0,y >0
firz=0,y<0

L 1 1
div(f) = 20l + ~0pfs + 0.1

Af = larr&anr%@;eraff
T T

z € (—00,00)

|

arccos ()

27 — arccos(¥)

8

fir y >0
fir y <0

rot<f) - (i@fz . 8Zf¢) ér+ (Dofy — Oy f2) ég + % (Ourfy — Do fy) e

Metrische Faktoren h,, = [0,7]|:

hy =1
h¢=7‘
h,=1

24

(276)

(277)
(278)
(279)

(280)

(281)

(282)

(283)

(284)

(285)
(286)
(287)

(288)

(289)
(290)
(291)



12.4 Kugelkoordinaten

Wertebereich:
r € [0,00) e 0,m) ¢ € 10,2m) (292)
Transformation:
x = rsin(¥) cos(¢) (293)
y = rsin(V) sin(¢) (294)
z = rcos(¥) (295)
Riicktransformation:
N (296)
T z z

v = 5 arctan(\/m> = arccos(;) (297)

arctan(¥) firz >0,y >0

arctan(¥) + 27 fir x>0,y <0 arccos( T ) fiir y > 0
¢ = qarctan(¥) + 7 fiir 2 <0 = iy (298)

z fiir 2 = 0,y > 0 21 — arccos x;‘+y2 fiir y <0

\37“ firz =0,y <0

Jacobian:
J(r,9,¢) = 1”sin(¥) (299)
Einheitsvektoren:

sin(49) - cos(¢) cos(9) - cos(¢) — sin(¢)
ér = | sin(?9) - sin(o) éy = | cos(¥) - sin(¢) €g = | cos(¢) (300)

cos(1) — sin(99) 0
Operatoren:
. 1 . 1 .
gad(£) = (0, 1)6r + (0o + s (Ou)e (301)
VN B 1 , 1
dlv(f) =3 o fr + rein(d) Oy sin(9) fy + rsin(0) 8¢f¢ (302)
. i 2 1 . 1 2 i 2 s
AT = 500nf + s Oasn00] + 0 f = (8,4“ O f —J f) (303)
ot (f) = L (@ sin9) o — o fa) ér + [ ———Opfr — ~0urfy ) E0+ ~ (Ot fy — Oafy) é
rsin(¥) rsin(¥) r r
(304)

Metrische Faktoren h,, = |0,7|:
he =1 (305)
hy =7 (306)
hg = rsin(0) (307)
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12.5 Ellipsoidkoordinaten

12.5.1 mit konstantem Radius

Koordinationskorper:
2?2 g2 22
+b2+— 1 a,b,c >0
Transformation:
x = a - rsin(?¥) cos(o)
y =b-rsin(?)sin(¢p)

z = c-rcos(V)

Riicktransformation:

Ve R

Y = — — arctan

arctan (¥ fiirz >0,y >0

arctan(32 firx >0,y <0
¢ = arctan(% fir x <0

5 firz =0,y >0

377’ firz=0,y<0
Jacobian:

T (r,9,¢) = abc - 2 sin("9)

12.5.2 mit Radiusfunktion

Riicktransformation:

r(z,y,z) = Vaz+y?+ 22

2 2
2 Tmin + "max
TQ/ =
2
r3. = abc
Jacobian:

j(r(:r,y, Z), v, ¢) = T(.’E, Y, Z)2 ’ Sin(ﬁ)

26

(\/7 = arccos(é)
)
)+
)+

(308)

(309)
(310)
(311)

(312)

(313)

(314)

(315)

(316)

(317)
(318)

(319)



13 Fourier

13.1 Fourierreihen

= n:ZOO f(n) - e*n® mit: k, = %Tn (L = Periodenlénge)
R 1 L ‘
— d . ,—tknx
fo =1 [ des@)-e
Rechenregeln:
f(x) = g(z) - h(z) = f(n) = §(n) xh(n) = > §(k)-h(n — k)
k=—o00
f(x) = g'(x) = f(n) = ikn - §(n)
Satz von Parseval:
/ dz|f(z Z f(n
T /0 de f(a Z fn

Reelle Form der Fourierreihe:

F(f(zx)) = % + Y ancos(knx) + Y by sin(knz)
n=1 =

2 [t 2 [t
ap = / dz f(x) cos(k,x) by, = / dz f(z) sin(k,z)
L 0 L 0
komplex 2 reell-Transformation:
komplex = reell
a
foy =73 ap=2- f(0)
5 an —1-by 5
flny = fn) + F(=n)
N an +1- by, B A
fem) = 2 bo =i+ (f) = f(=m))
Kontinuumslimes:
1 & > dk
lim — = —
im0 = o
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(320)

(321)

(322)

(323)

(324)

(325)

(326)

(327)

(328)
(329)

(330)
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13.2 Fouriertransformation

Transformation:

Riicktransformation:

fk) = /OO de f(z)-e ™ mit: ke FER

fla) = ol o f) =
f(@) = d() = flk) =1
f(z) = e — f(k) = 276(k — a)
f(z)=c — f(k) = 2mc-6(k)
Satz von Parseval: . .
| wi@ g@= [ 5 iw-a®
Poisson-Summe: - h -
Z f(Ln) = % Z f<2[7jr n) fiir jedes L > 0
13.3 Aligemeine Regeln
Transformationsgesetze:
f(z) =g(x +a) — f(k) = g(k) - ™
flx) = g(x)- " - flk) =gk —q)
xf(x) =g'(2) - Fk) =ik - g(k)
sf(x) =1 g(x) - flk)y=1i-g'(k)
/(@) = g(az) 5w pea(t)
S = [ dyas)-hiz =) o Jk) = k) h(k)
of () = g(r) - (z) SRR =2 R
f(@) = g*(x) - flk) =g*(~k)
f(z) = g(—a) — (k) = g(k)

(339)

(340)
(341)
(342)
(343)
(344)

344
(345)

(346)

(347)
(348)

% Diese Relationen gelten nur fiir die Fouriertransformation. (Prinzipiell lassen sich diese Relationen
auch fiir die Fourierreihe verallgemeinern, da der selbe Transformationsmechanismus zugrunde liegt.)

Symmetriegesetze:
Im(f(z)) =0 = f(k) = f*(~k) & ap, b, €R
Re(f(z)) =0 = f(k) = —f*(~k) & ag, by € iR
f(x) = f(=2) = f(k) = f(~k) &b, =0
flx) =—f(-=) = f(k) = —f(=k) & a, =0

28



An Sprungstellen gilt:

F(f(xo)) = % ( lim f(z)+ lim f(x)) mit Sprungstelle z (353)

T—To— T—T0+

Zweimaliges Fouriertransformieren fiithrt zu einer gestreckten Spiegelung:

f(z) = 27 f(~2) (354)
13.4 Fouriertransformation in 3D
Transformation: .
f(k) = / Er f(7) - e mit: k e FP=R3 (355)
R3
Riicktransformation: P
1) = [ g FB - (356)
Operatortransformation:
F(7) = 8,9(7) — f(k) = ikzg(k) (357)
f(7) = Vg () = (k) = ikq(k) (358)
f(7) = Vg([F) — f(k) =ik - g(k) (359)
F(7) = V x G(7) > F(k) = ik x (k) (360)
F(7) = Ag(F) - f(k) = —k24(k) (361)
f7) = zg(F) - f(&) = idy, 4(k) (362)
f(7) = 7g() - (k) =iV (k) (363)
fF) =7 g(F) — f(k) =iV - g(k) (364)
F(7) = 7 x §(F) - F(k) =iV x (k) (365)
FF) =r2g(7) — f(k) = -0z (k) (366)

Isotrope Funktionen:
Da sich das Skalarprodukt k - 7 als k - cos(¥?) - r schreiben lisst, kann man bei isotropen Funktionen
die dreidimensionale Integration auf die Transformation der Radialkomponente reduzieren:

Fk) = 4% /0 " dr £(r) - 7 sin(kr) (367)
Fr) = 273% /0 " dk F(k) - ksin(kr) (368)

Wichtige Fouriertransformierte:
fr) = = i = (369)
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14 Vektoranalysis

—

f(z) normale Funktion f(z) Raumkurve f(7) Skalarfeld f(7) Vektorfeld

14.1 Antikommutative GraBmann-ldentitat
ix (bxé&)=b-(@-&)—¢c (@b)

14.2 Volumenintegrale

b d f
- /V av f(7) = [an [y [ £ ) Ta2)
b d f
- [ av ) - [t [Ca [ i) T
14.3 Oberflachenintegrale
b d
= / dS f(7) - / do [ dy 0,7, y,m) x 07w, y,m)| - £(7(z, y,m))
b d .
= /S S () - / de [ dy (0s7(, y,m) x 8,7z, y,m)| - F(F (e, y,m))
. . b d
I= /5 &ir = / dz [ dy @ui(,y,m) x Oy (e, y,m)) - F(7(z,y,m))
— — b d —
I:/SdS~ () = / dz dy (0,7 (x,y, )X(‘?yf’(:p,y,m))- (F(z,y,m))
I = /Sds_"x f(F) = / / dy (0,7(z,y,m) X ﬁyf(x,y,m)) X ﬁ(?(a?,y,m))

Berechnung der Flichenelemente aus den metrischen Faktoren:

dS = dzdy hyh,| dS = dzdy hyhy, - é.|

z=konst z=konst
14.4 Linienintegrale
b
7= [ arsie) - [ () o)
— b ry
I:/CdF f@) = /dt <§tf(t)> (7(2))
B} N bord .
F= [ arx 7o - [ () x fo)
Definition der Bogenléinge:
b
/CdSZ/a dt’ ’
Bogenintegrale:
b
1= [[as s _ [ | o) s
. - bold -
P= [ as e _ [ | o) oo
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(370)

(371)

(372)

(373)
(374)
(375)
(376)

(377)

(378)

(379)
(380)

(381)

(382)

(383)

(384)



14.5 Mehrdimensionale Differentialrechnung

Die Produkt- und Quotientenregel funktioniert bei eindimensionalen Ableitungsoperatoren erster
Ordnung immer. Hat man es mit mehrdimensionalen Differentialoperatoren erster Ordnung zu tun,
muss zwischen Skalar- und Kreuzprodukt unterschieden werden. Beim Skalarprodukt funktioniert
die Produkt- und Quotientenregel solange man es nicht mit einem Skalarprodukt zweier Vektoren
zu tun hat (beim Skalarprodukt mit Nabla funktionieren Produkt- und Quotientenregel). Bei einem

Kreuzprodukt oder bei Ableitungsoperatoren hoherer Ordnung greifen folgende Regeln:

Alf-9)=Ff-Bg+2(Vf-Vg)+g-Af
Ziirich-Invarianz:
V)= f'(r)- r (1. Ziiricher-Invarianzsatz) (Bei Substitution innere Ableitung!!!)
T
n—1

Af(r)= " fr)y+ £ (r) (2. Ziiricher-Invarianzsatz) (Gilt nur im n-dimensionalen)

Beim Durch-Null-Teilen ist Vorsicht geboten, es gilt:
1 .
A— = —47 - 4(7)
r

Grafimann’sche-Nabla-Identitét (Gilt auch fiir den Fall @ = V):

14.7 Integralsatz von Stokes

/dg.mt@) :/ - A
S oS

14.8 Mehrdimensionale partielle Integration
/ dVv fvg = /
v 0
| v -y - [ ass-vg- [ avrag
1% oV 1%
[ avrag-gan - /
1% 0
Mit einem beliebigen n-dimensionalem Volumen V'

14.9 Gradientenfeld
f(7) = =Vo(7) ®(7) ist ein Potential vom Gradientenfeld f(7)
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(385)
(386)

(387)

(388)

(389)

(390)

(391)

(392)

(393)

(394)

(395)

(396)

(397)

(398)



15 Variationsrechnung

15.1 Funktionalrechnung

Fiir die Variation eines Funktionals F'[u(7)] gilt:

d
SF[u(r), du(r)] = d—F[u(F) + edu(r)] (399)
€ e=0
Fiir die Funktionalableitung von Fu(r")] muss die Variation auf folgende Form gebracht werden, die
Funktionalableitung kann dann einfach abgelesen werden (Kasten):

SF[u(F), 6u(F)] = / av | EE) gy ) (400)
14

Das Nullsetzen der Funktionalableitung fiithrt auf die Lagrange-Gleichung des Systems und liefert so
den idealen Zustand:

O F [u(r)]
0= —7+ 401
ou(r) (401)
15.2 Lagrangeformalismus
L[q1> (.}17 -5 qn, QTwﬂ = T{qla 41, -5 Qn, (_.Znat] - U[Ql» -5 Qn, t] (402)
Ergibt n Euler-Lagrange-Gleichungen:
d
&B%L — 04, L =0 (403)
Lagrange-Multiplikation:
LgeS[Qh (ha <o sQn, qnv )\7 )‘7t] = Lfrei[qlv (jla <o s Qn, qnvt] + A g[qlv (ha <o sQn, qnvt] (404)

> Die Form von ¢[q1, 41, - -, Gn, ¢n, t] ist durch die Nebenbedingung bestimmyt.
Ist g = 0 ist die Nebenbedingung erfiillt, fiir den Fall g # 0 verletzt.
> g kann von beliebig vielen Funktionale und deren ersten zeitlichen Ableitungen abhéngen.
> Die Lagrange-Multiplikation kann bei mehreren Nebenbedingungen mehrmals wiederholt werden.
Dadurch erhoht sich die Anzahl der Lagrange-Gleichungen jedes mal um eins.
15.3 Hamiltonformalismus
Hlgi,p1, -, ans P t] = Tla1,p15 -+ @ny s t] + Ulan, - -, s 1] (405)
Ergibt 2n kanonische Gleichungen:

Oy, H = G, Oy H = —pn (406)

16 Symmetrien und ErhaltungsgréBen

Symmetrie-Gleichungen fiir externe Potentiale:

d

Eq) =0 & zeitlich homogenes Potential < Energieerhaltung (407)
Ve =0 < raumlich homogenes Potential < Impulserhaltung (408)
X VP =0 & isotropes Potential < Drehimpulserhaltung (409)
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17 Stochastik

17.1 Verteilungsfunktionen

Gauf3-Verteilung 1-dimensional:

GauB-Verteilung d-dimensional:

Lorentz-Verteilung:

Gleichverteilung;:

Exponential-Verteilung:

Fermi-Dirac-Verteilung:
Bose-Einstein-Verteilung;:
Planck-Verteilung:
Poisson-Verteilung:

Binomialverteilung;:

(z) = 1 o —(z — )2
PR = Varer P\ 202
} a’ —d (7 —7)?
p(r) = omg? P 202
s
= it: 0
S s e
L fiir z € [a, ]
x) = b—a ’

p(@) {0 sonst

a-e % firx>0 .
p(z) = mit: a >0

0 fir z <0

1
P(E) = s
1

p(E) = BE—1) _ 1

1564 E3

)\n
P(n) = = mit: n € Ng und A >0

P(k) = <n> sk(l — s)"ilf mit: n,k € Ng und s € [0, 1]

17.2 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Erwartungswert

Erwartungswert
einer Observablen

Varianz

Standardabweichung

Kontinuierlich: Diskret:

@ = [ dzo-p@

()= n-P(n)

neM

(4)= 3" A(n)- P(n)

, Var(n) = <(n — <n))2>
= <x > — (z) = <n2
o(n) = 4/ Var(n)

(410)
(411)
(412)

(413)

(414)
(415)
(416)
(417)
(418)

(419)

(420)

(421)

(422)

(423)

Selbstverstéindlich kann wie der Erwartungswert auch die Varianz Var(A) = (A%) — (A)? und damit

die Standardabweichung o(A) fiir eine beliebige Observable A berechnet werden.

Fiir M ist entweder die Menge aller moglichen Werte fiir  bzw. n oder der Definitionsbereich von
p(z) bzw. P(n) einzusetzen. Die Wahl ist fiir das Ergebnis egal.
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18 Funktionenklassen

18.1 Legendrepolynome

Die Differentialgleichung des Polaranteils des Laplace- und Drehimpulsoperators lautet:

oS0 D) + k- e(9) =0 (424)
Durch Substitution mit z = cos(d¥) = 9y = — sin(z?)% und k = [(I + 1) erhélt man:

(1—2%) P/'(z) — 2z P/(z) +1(+1)- P(z) =0 (425)
Die Legendrepolynome l6sen diese Differentialgleichung. Man erhélt sie mittels folgender Formel:

L/2]

(=1)* - (2 — 2k)! 12k
P(x) = . 426
/(=) ;(l—k)!-(l—%)!-k!-% (426)
Die Legendrepolynome bilden auf dem Bereich = € [—1, 1] eine orthogonale Basis.
Sie sind folgendermaflen normiert:
! 2
dz P(x) - Py(x) = —— - oy 42
[ dz R Prla) = e - (427)
Die ersten Legendrepolynome lauten:
1 1
Py(x) =1 Pi(x) == Py(x) = 5 (3:U2 —1) Ps(x) = 5 (5m3 — 3z) (428)
1 1
Py(x) = 3 (352" — 302% + 3) Ps(x) = 3 (632° — 702° + 15z) (429)

Da es sich oben um eine Differentialgleichung zweiter Ordnung handelt, gibt es zu jedem Polynom
noch eine weitere linear unabhéngige Losung. Diese Losungen nennt man Legendrefunktionen zweiter
Art. Sie sind keine Polynome mehr und divergent fiir x = +1 bzw. ¢ € {0, 7}. Die Randbedingungen
verbieten aber oft Divergenzen auf der z-Achse sodass meist nur die Polynome Teil der Lésung sind.

Entwicklung in Legendrepolynome:

= 2041 !
fl@) =Y e i) a="o— [ drf(@) R (430)
1=0 -1
18.2 Kugelflachenfunktionen

Die Kugelflichenfunktionen l6sen die Drehimpulseigenwertgleichung;:

1

IV (9, 0) = —  sm(@)?

Oy sin ()09 Yy (7, ¢) 03Yin(0,¢) =11+ 1) - Yim(9,9)  (431)

o
sin(v)
Die Kugelflichenfunktionen bilden eine orthonormale Basis sodass gilt:
™ 2m
(Yo Y ) = / dﬁ/ do Y, (9, ¢) - Y (9, ¢) - sin(d) = 6y - Sy (432)
0 0

Fiir die komplexe Konjugation gilt:

Vi (9,0) = (=1)" - Yi-n (¥, ) (433)

34



Symmetrieeigenschaften:

e Symmetrisch zum Ursprung wenn [ gerade
e Antisymmetrisch zum Ursprung wenn [ ungerade

e rotationssymmetrisch um die z-Achse wenn m =0

Die ersten Kugelflichenfunktionen:

_ A5 av2 2ie
Yoo = 397 sin(d)“e (434)
3 . id 15 . id
Y11 = —/ —sin(d)e Yo1 = —/ =— sin(¥) cos(¥)e (435)
™ ™
Y S YVip = 1/ cos(1)) Yoo = |/ —— (3cos(v)? — 1) (436)
00\ 4r 0= us 207V 167
3 —i 15 . —ig
Yi1 =4/ =—sin(d)e Yo.1 = 4/ = sin(9) cos(d)e (437)
s 8T
_ A5 (22
Yoo = o sin(d)“e (438)
Deltafunktion in Kugelflachenfunktionen:
00 l
00 —1') - 8(¢ — o) =sin(¥) - 3 > | Yim(d,6) - Vi (9, &) (439)
1=0 m=—1

Entwicklung in Kugelﬂéichenfunktionen:

T 21
LYY o Vin(08) e [ a0 [ 403 0.0 10.0)sint0)  (a40)

=0 m=—1

18.3 Radialfunktionen

Die Radialfunktionen l6sen folgende Differentialgleichung;:

1 2
R + 2 Ralr) 4 (=g Ty 2D (D)) Rur) =0 (441)
Die Radialfunktionen sind normiert:
/ dr Ry (r)?-r* =1 (442)
0
Die ersten Radialfunktionen:
2 —r 1 r —r r2 r —r
Rig = —ea Rypg=—+—=(—-+2)e€e2a R3p = 2— — 18 27 | e3a 443
RV 20 2\/2a3< o’ )62 0 81\/3@ ( 20 )ed (443)
]. T —r r .
Ro = —eZa — €3a 444
2T 9Vead a fts = 81\/3@ ( " ) (444)
V2

2
R 445
2 81V15as a2 (445)

Durch Multiplikation mit den Kugelflichenfunktionen erhilt man die Wellenfunktionen wasserstoff-
artiger Orbitale W,,;,,, (r, ¥, ¢) mit den Energieeigenwerten E,,:

h? 1
2ma? n2 (446)

\P”lm(r’ 197 ¢) = Rnl(r) : }/lm(797 (b) En = -
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18.4 Hermite-Polynome
Die Hermite-Differentialgleichung lautet:

H(z) — 2z - H}(x) +2n - Hy(x) =0 (447)

Hermite-Polynome 16sen diese Differentialgleichung. Man erhélt sie {iber folgende Formeln:

ln/2] —1)™. (2 n—2m

1) Hy(z) =n!- > (nil) (n(i Q)m)' (448)
m=0 ’

2) Hy(z) = (—1)%1“’%6—1’2 (449)

Die Hermite-Polynome bilden auf R eine orthogonale Basis (fiir Funktion die langsamer als ~ v
divergieren).

Sie sind folgendermaflen normiert:

(e e]
/ dz Hn(a:)Hm(ac)ef"’c2 =2"n! /T nm (450)
—0oQ
Die ersten Hermite-Polynome lauten:
Hy(z) =1 H(z) = 2z Hy(z) = 42 — 2 Hs(z) = 82° — 122 (451)
Hy(z) = 162" — 4822 + 12 Hs(z) = 322° — 1602° + 120z (452)

Entwicklung in Hermite-Polynome:
[ee] 1 [e'e)
.2
f@)=> cn- Hy(x) = T /_OO dz f(z)Hp(z) - e (453)

n=0

19 Geometrie im Dreieck

Folgende Abbildung zeigt ein handelsiibliches Dreieck mit den Seitenldngen a, b, ¢, den Winkeln «, 3, ~y
und dem Flécheninhalt A:

Sind drei unabhingige Groéflen bekannt, kénnen die Restlichen mit dem Sinus- und Kosinussatz
berechnet werden:

Kosinussatz: Sinussatz:

a? = b* + ¢ — 2bc - cos(a) (454)
v = a® + % — 2ac - cos(B) sin(za) = sinlzﬂ) = sinc('y) = ;—lj; (455)
& =a® 4+ b* — 2ab - cos(v) (456)
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20 Tensoren

Zu beachten ist die Einstein’sche Summenkonvention:
d
A=) aiti=aatq (457)
i=1

Wobei d die Dimension des Raums ist. In der Einstein’sche Summenkonvention wird die Summe Zle
um Terme iibersichtlicher darzustellen und Platz zu sparen nicht geschrieben. Eine Méglichkeit um
nun klar zu Kennzeichnen iiber welche Indizes summiert wird und {iber welche nicht, besteht in der
Konvention fiir Indizes iiber die summiert wird griechische und fiir Indizes, iiber die nicht summiert
wird, deutsche Buchstaben zu verwenden. Der Ausdruck z = a;b, in Einstein’scher Summenkonven-
tion bedeutet somit ausgeschrieben x = Z;l:l a;b;.

ap b1
Fiir Matrizen gilt, dass M;; = M = mat(d,b,¢) = [ a2 b2 c¢2 | eine Matrix und (458)
as b3 C3
M, eine Zahl, die Summe iiber alle Matrixelemente ist. (459)
20.1 Kronecker-Tensor
1 firi=j
Oij = & - &5 = e (460)
0 firi##j

Bei der Multiplikation von einem Kronecker mit einem anderen Tensor, kann man falls es mindestens
einen gemeinsamen Index (iiber den summiert wird) gibt, diesen Index durch den anderen Index des
Kroneckers ersetzen und im Anschluss das Kronecker streichen:

dapag = Gq Oilo = ; Achtung: d4,a; # aq (461)

20.2 Levi-Civita-Tensor

Voraussetzung ist das é,, die Einheitsvektoren eines rechtsorientierten orthogonalen Koordinatensys-
tems sind.
1 fir e193,€231,€312

ijk = € - (&5 X &) = (€5, €5,€) = § —1 fiir €213, 2132, €321 (462)

0 sonst

20.3 Rechenregeln

€ijkElmn = 0i10jmOkn + 0j10kmOin + 0k10im0jn — 0it0km0jn — 0510imOkn — Oki0jmdin
E€ijaCkla = Oik0j1 — 010k
€iapEjop = 2 0ij

€apyEapy =6
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20.4 Operationen in Einstein’scher Summenkonvention

Reelles Skalarprodukt: @b =agba 467
Komplexes Skalarprodukt: b= asbo 468
Kreuzprodukt: axb= EapyCaasgby 469
Dyadisches Produkt: d®b=aibj = Mjj =M 470
Schurprodukt: aob= aabala 471
Determinante und Spatprodukt: (@b,¢)=(@xb)-c=0bxc)-a=(Gxa)-b 472

e e e e e e e e e e e e e e e
IS
~N
=~ W

— Y Y N Y Y~ Y~ YT Y N

= £q8y0abgcy = det(mat(d,b,c))
Addition und Subtraktion von Matrizen: AEtB=A4,;+B;;j=M;=M

Multiplikation (Matrix mit Vektor): A-b= Anpbgén = ¢ 475
Multiplikation (Matrix mit Matrix): A-B=A.B,j=M;; =M 476
Transponieren: AT = (A;)T = Ay 477
Adjungieren (“Daggern”): Al = AT = (4;;)T = (4;)* 478
Spur: spur(A) = Aua 479
Matrixdivergenz: VT = 0,Tupég 480
Matrix-Kreuzprodukt: ax A =cjopaadip = Mj =M 481

20.5 Inverse Matrix

Fiir die Bestimmung einer inversen Matrix gibt es folgende explizite Formeln:

. _fa b 1 1 d —b
2x2-Matrix: M = <c d> = M= det (M) <—c a> (482)
; bx 2,0 x d,dx )T
3x3-Matrix: M= mat(@,5,c) o M= 2l Xgétc(;/f;’ axb) (483)
20.6 Orthogonale Matrizen
Heiflen in R" Drehmatrizen: Heiflen in C" unitidre Matrizen:
D! =DT & D,;D,j = 6 U =U" & U,i(Unj)* = 6y (484)
1 bei Dreh ,
det(D) = e Treing det(U) = €% mit: p € [0,27) (485)
—1 bei Drehspiegelung
(D@)-(Db)=a-b (Ua) - (Ub)=a-b (486)
(D@) x (Db) = det(D) - D(@ x b) (487)
20.7 Rechenregeln zur Determinante
Folgende Regeln gelten fiir die Berechnung der Determinante von nxn-Matrizen:
det(A - B) = det(A) - det(B) det(c- A) =" - det(A) (488)
1
det(AT) = det(A det(A™!) = 489
Ct(AT) = det(A) HA™) = Ay (489)

Satz des Konigs:
Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonalelemente.
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21 Quantenmechanik

Normierte Wellenfunktion: W) = W(7,t) (490)
Skalarprodukt: (O|T) :/ d"r ®*(7,t) - W(7,¢t) (491)
R’ﬂ
(W|w) = (492)
(®la¥) =a-(P|¥) mit:aeC (493)
(a®|V) = a* - (P|¥) mit:aecC (494)
Erwartungswert: (A) = (U|AT) = / d"r (7 t) - A U(7, ) (495)
Komplexe Konjugation: (D|AV)" = (AU|D) (496)
Adjungierter Operator: (AU|®) = (U|ATD) & (U|AD) = (ATW|D) (497)
AT ist der adjungierte Operator zu A
Fiir Zahlen gilt: o' = ¢* mit: a € C (498)
Linearitiit: (®|aV + bQ) = a (P|T) + b (D|Q) (499)
21.1 Operatoridentitidten
(AB)"' =B 1A! AT AT (500)
[A,B] = AB - BA {A,B} =AB + BA (501)
[AB,C]=A[B,C]+[A,C)B (AB)" = BFAf (502)
Falls [A,B] =0
eA.eB =eB. A= ATB (504)
Falls [A, B] # 0 aber [A, [A,B]] = [B,[B,A]] = 0
AL B_ B A JAB AB _ A B AB)? (505)
Falls [B,[A,B]] =0 o o )
[A, f(B)] = [A,B] f'(B) (506)
21.2 Spezielle Operatoren
Definition Eigenwerte Bemerkungen
Ortsoperator r=r reell —
Impulsoperator P = —ihV reell —
Energieoperator E = iho, reell —

Unitérer Operator U =0t ¢ mit ¢ € [0, 27) (Ua|UT) = (0|D)
Zeitentwicklungsoperator | U(t, t) = e (t=to) e7h (t=to) falls H zeitunabhéingig
Paritétsoperator PU(F t) = U(—7,t) 1 oder —1 P=P'=pt
Projektor Ay = |D) (D 0 oder 1 w* = (V|D) (P|T)
Einheitsprojektor L=> [Py (D] 1 mit beliebiger Basis |®,,)

% w gibt die Wahrscheinlichkeit ® in ¥ zu finden an.
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21.3 Harmonischer Oszillator
21.3.1 Eindimensional

Hamiltonoperator des eindimensionalen harmonischen Oszillators:

2 p mw- 2
H=—+— 507
om T2 " (507)
Mit dem Hamiltonoperator ergibt sich folgende Schrédingergleichung;:
-2 d 1

Einfithren von Erzeugungsoperator &' und Vernichtungsoperator &

A = T b _ ] (st
a7\ 2 <x+mw> TV omw (a —i—a) (509)

N LN G ) 5 M(q;) 1
a o (ac - p=i——(a -4 (510)
liefert 1 1
ﬂ:hw<éTé+2> :hw<ﬁ+2> (511)
mit dem Anzahloperator:
n=ala (512)
Die Energieeigenwerte sind einfach bzw. nicht entartet und berechnen sich folgendermaflen:
1 .
E, = hw (n + 2) mit: n € Ny (513)
Die dazugehorigen Eigenzustédnde sind:
(@)
n)y=——=1[a 0 514
m = ()10 (514

Man erhilt die Wellenfunktionen des eindimensionalen harmonischen Oszillators im Ortsraum iiber
folgende Relation aus den Hermite-Polynomen:

_ a1 mw e
|n) = — oY Hn< . x) e 2 (515)

Da es sich bei der Hermite-Differentialgleichung um eine Differentialgleichung zweiter Ordnung
handelt, gibt es zu jedem Polynom noch eine weitere linear unabhéngige Losung, proportional zu
H_ (1) (/mw/h-iz) -exp(mwx?/(2h)). Diese erhilt man iiber die Konstruktionsformel 2) (Gleichung
(449)) fir negative n. Diese Losungen sind keine Polynome mehr und fiithren zu einer Divergenz der
Wellenfunktionen ¥, (z) fiir x = £oo. Sie stellen somit keine Losung des harmonischen Oszillators
dar, da sie die Randbedingung W, (z = +00) = 0 nicht erfiillen.

Operatorwirkung auf die Eigenzusténde:

aln) =+vnn—1) alln) =vn+1|n+1) fi|n) = n|n) (516)
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21.3.2 Mehrdimensional

Im N-dimensionalen ergeben sich folgende Energieeigenwerte:

N
E, = hw <n + 2> (517)
Diese sind g,-fach entartet mit:
N -1
g = < o ) (518)
n
21.4 Bahndrehimpulsoperator
Definition:
L=7xp bzw. L;=c¢cinsr.Ps (519)

Bahndrehimpulsoperator im Ortsraum:

. - ih
L=hJ= —Zﬁ6¢819 + (29) 6798¢ (520)
Verwandte Operatoren:
2 ) 252 h? h? 2
L*-O tor: L =h"J"=— Oy sin(1)0y — ——=9 521
perator Sn(d) g sin () 0y Sn(0)? 5 (521)
b foeid, o@D, b= iEerDo

L. -Leiteroperatoren: Li=L,+/L, = LTi =L, (522)

£, = L@, —L)
An dieser Stelle sei erwihnt, dass L2 und ein beliebiger ij eine gemeinsame Kigenbasis besitzen da

[L;, L] = 0 ist.

Operatorwirkung auf die Eigenzusténde:
L2 |1, m) = KA1+ 1) |, m) L.|l,m) = hm|l,m) (523)
Lo |l,m) = h/I(1+1) =m(m £ 1) |[l,m £ 1) (524)

21.5 Wichtige Kommutatoren

[rj,r] =0 [r;, D] = ihdjx [Bj, Pr] =0 (525)
[r?, ;] = 2ihr; [r;, %] = 2ihp, [r2, 2] = 4ihip + 6k (526)
[a,al] =1 [, 4] =a' [h,4] = —a (527)
(L, 7] = ihejraTa [L;, Br] = ihe jkaDa [L;, Li] = ihejralia (528)
[L;, 7] =0 [L;,p% = L, 7] = (529)
Ly, L] = +28L, (L., LY = £kRLE [L2,Ly] =0 (530)

21.6 Basiszerlegung

Die Zerlegung einer Wellenfunktion |¥) in eine beliebige Basis |®,) kann durch Einfiigen des Ein-
heitsprojektors der entsprechenden Basis durchgefithrt werden.

|U) = 1|0) = Z\(I) (PulT) = cn|®p)  mit: ¢, = (B |T) (531)

Da |®,,) eine Basis ist gilt:
<(I)n|q)m> = Onm (532)
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